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Summary
Stationary state probabilities for the single -  server limited queue are obtained
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СЖ  Гуз, НЖ Сертееич, М.Д. Юдин

О ВЛИЯНИИ ЗАВИСИМОСТИ СЛУЧАЙНЫХ СЛАГАЕМЫХ 
НА ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ИХ СУММ

В [1-4] показано, что корреляция случайных слагаемых поставляет, вообще 
говоря, в предельное распределение их сумм нормальный компонент, благодаря чему 
предельное распределение становится абсолютно непрерывным, и что, наоборот, 
дисперсионный «нормальный шум», возникающий из-за рассеивания значений 
случайных слагаемых в окрестности нуля, может быть ликвидирован путем 
соответствующего коррелирования слагаемых.

В данной работе на базе общих теорем даются примеры, два из которых 
сопровождаются компьютерными изображениями, иллюстрирующие вышесказанное 
и показывающие возможность существенного влияния зависимости между 
случайными слагаемыми на предельное распределение их сумм. Иллюстрация 
проводится на базе од номерных и двумерных распределений Пуассона.

1°. Пусть V* Л , п  = 1 оо - система серий d-мерных векторов,
V ?  flS }  $ —  1 5

определенных при каждом п на одном и том же вероятностном пространстве, 
имеющих ограниченные дисперсии и принимающих значения в Rd Обозначим:

^  ,#</>), X = (*! t fe  У) - скалярное
П ___

произведение, $п = £  4 т .Запись £ns < X означает, что < xf , / = 1, d ,  [6].
S

Не нарушая общности, будем считать, что математическое ожидание (м.о.). 

М = о , * =

Введем симметричную матрицу Вп = ||&„(,j)||> U j  = l , d , где

Kiij)  = *)+ , s>0,
S s * p

Через h{n) обозначим медленно меняющуюся функцию при п —* со [7].
В [2] приведена
Теорема 1. Пусть вектора системы серий { £  т } тп = т 0п1/%~р зависимы, 

где тО-любае число, О < р  < 1/8, кроме того, найдутся постоянные Hh Н2 и п0

такие, что при П > TIq ,

max max <*>
5,i И s , r ,q , i , j ,k  « 1 ft

где 0 < | г - ^ | < / и 0и1/4_р, 0 < |s - q \  < m 0n l /4~p - Тогда если при и-»<х>,
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к я( х ) =  ± м { $ 1 - , 4 т К (*)<«>.  Jim lim Я ,  = В,
5 = 1

то сумма Sn будет иметь безгранично делимое предельное распределение, 
логарифм характеристической функции (х.ф.) которого

V (О -  J ieK*'x) -1  -  *(*, (s) -  , (2)
R d

где t* - вектор-столбец, а из области интегрирования исключен нуль-веюпор.
В [2] указано, что есхяи в (1) первое условие заменить на ? в

теореме 1 ш„-зависимосгь можно заменить на условие равномерно сильного 
перемешивания (р.с.п.) [7] с коэффициентом ft{k ) = o{k~*~v ) , v  > 0 .

И еще, в условиях теоремы 1 матрица В не может быть отрицательно определена, 
поскольку (2) - логарифм х.ф.

2°. В [1] и [8] приведены примеры независимых случайных величин, в 
предельном распределении сумм которых нормальная составляющая появляется 
только вследствие корреляции слагаемых. Эго же может произойти и в предельном 
распределении сумм зависимых векторов (см. пример в [5]).

Пример 1. При невыполнении условий (1) теоремы 1 именно корреляция 
случайных слагаемых может повлиять на существование предельного распределения 
суммы Sn. Действительно, пусть, например, Хп!, Хп(п+к-1) - независимые 
случайные величины, rf=l, причем

1
г- > Р\ -  0 >I -уП ZХ т = т*

8 п 1 Рг ~т4Z* *
где s = 1 ,п + к -  1, g>0. Определим систему серий fc-зависимых случайных 

величин, полагая
4  ns =  ns + Х n ( s + l )  +  — +  ^  n ( s + k - l )  *

s  = 1,и . Очевидно, м т  = 0 .

При к - п а , т , о < р < а <1/8 и 2/3 > а  получаем, при достаточно 
больших и, когда возможные значения ms войдут в отрезок [-е, е], е > 0,

I М ; М  S 4 =  0,
5 ШЛ

в то же время,
УМ£ «£ 2n*Cft_-l)g^______ (3)

2пт2 »—

Соотношение (3) «вырождает» предельное распределение суммы Sn = X  ■

Пример 2. Рассмотрим двумерный случай: <#=2. Пусть , s  = \ п ,

= (flns ytfns*) * Обозначим через е7 и <?2 t-окрестностъ точек (1;0) и (0;1). 
Добавим к условиям теоремы 1 условия: ври любом г  €= (0,1)
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lim  } = Л ,,1 « и ;  l™i Z  s x } = 0 . (4 )
« —>oo

будет распределение Пуассона на целочисленной решетке {(m,fc)}, тук = 0 ,ао , 
поскольку при достаточно малом £ > 0 из (4) следует, что

случае же /т^-зависимости векторов вlim

предельном распределении суммы S„ может появиться двумерный нормальный 
компонент только вследствие корреляции слагаемых. Например, достаточно 
определить покоординатную зависимость так, как это сделано в примере 1, и 
положить к=т. Поэтому плотность предельного распределения суммы S„ будет иметь 
вид

р(х) = -
в - 1

(5)
2 *  m - O J t - O 1» 1* *  1 2

где х=(хь x j ,  q=(m,k), матрица l = ||с!/ || обратна матрице = \ги ||,

b ,j =  I ™  , /',7 =  1,2

где

, не обязана быть нулевой.

На рис.1, 2 представлены изображения поверхности плотности (5) при 
различных значениях ее параметров.. На рис.2 уменьшен масштаб по вертикали.
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18 ВЕСНПС МДШ1МЯ Н.К.КРУПСКАЙ

Пример 3. Пусть, как и в примере 2, d=2, £,т = Tjm -  Mtjm , но пуассоновская 
вероятность сосредоточивается в произвольной точке жо = (xi »хг ) , х0 * О

Обозначим через е ^  -окрестность точки х0 и к теореме 1 добавим условия: при 
любом Т G ( 0 , |х0|)

lim lim Т  f x 2dP%ns <:x}=0-
s  n—> 00 s

e

Тогда если при >oo? то, согласно теореме 1, при
s

независимости слагаемых сумма S п = X  *7 ш будет имел» пуассоновское

предельное распределение вдоль полупрямой проходящей через точку х0.
В случае зависимости слагаемых сумма S'* будет иметь предельное
распределение с плотностью вероятности [5]

-А

р(х) = е
т=О

где х=(х,,х^.

Рис.3. Сп==С22“ 1̂ 7 Ci2“C2l~9? Хг=2 
Изображения поверхности плотности (6) при различных значениях ее параметров 

представлены на рис. 3,4. На рис. 4 уменьшен масштаб по вертикали.

Рис 4. Сц~С22~50? с ^ ^ р Ю Д ^

3. Замечание!.
Корреляция случайных слагаемых может и «помочь» предельному 

распределению их сумм быть дискретным. В [1, 8] приведены примеры сумм 
зависимых случайных величин, удовлетворяющих условиям (1) и условию р.с.п. с
коэффициентом /?(&) = 0(2 k ) 9 для которых при любом т е (ОД)
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МАТЕМАТИКА 19

B̂ > g 2 >0,
S S * P

Благодаря чему предельное распределение этих сумм остается распределением 
Пуассона, хотя, как известно, в случае независимости слагаемых для этого 
необходимо условие:

-»0.
S

Таким образом, в некоторых случаях установлением специальной корреляции 
случайных слагаемых можно добиться дискретности предельного распределения их 
сумм.

Замечание 2.
Элементарные выкладки показывают [2], что в теореме 1 предельная матрица

5 = 1Ы 1,где

6,- ,  = lim lim £  J < 4
€ о п- ¥  оо 0 < | 5 _ р \ < т п

Замечание 3.
Часто ш„-зависимость называют сильной, даже при постоянном тп. Эта 

зависимость существенно отличается от условия перемешивания. В частности, 
справедлива

Теорема 2. Пусть вектора системы серий } при каждом п одинаково
распределены, удовлетворяют условию р.сж с коэффициентом таким, что

’1/ 2 (к)  < со и М ^  =

постоянные Нъ Н2 и щ тате, что при П>Щ

^  f l l / 2 (к)  < со и =0, i = l yd , S = 1,Я ; кроме того, найдутся
=  1

max М £ ^ )2 < max М
5,г М s , р , i t j 9 s Ф р

Тогда если

H 2h(n)
~  „ 3/2

lim lim £  М |<  е )  = 0 ■
£■ ->  О П —> О0 _ '  1
то

  ' пр
s * p

Эта теорема доказывается аналогично доказательству теоремы 2.10 в [1] (см. 
также теорему 2 в [8]).

Следовательно, в условиях теоремы 2 корреляция слагаемых не будет влиять на 
дискретность предельного распределения их сумм.
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Summary

Influencing a correlation of dependent random vectors and dependent random 
variables on limit distributions of their sums is rotined
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ИЛЖузменкова

ФУНКТОРНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ t-ЗАМОВГУТЫХ ФОРМАЦИЙ

В [1] под номером 1.5.23 С.Ф.Каморниковым и М.В.Селькиным сформулирован 
следующий вопрос: можно ли класс наследственных формаций охарактеризовать в 
терминах регулярных подгрупповых функторов. Ответ на этот вопрос предлагается в 
данной работе.

Рассматриваются только конечные группы. Используются определения и 
обозначения, принятые в [1 - 3]. Напомним некоторые из них.

Пусть X - класс групп, т - функция, которая ставит в соответствие каждой группе 
G eX  некоторую непустую систему ее подгрупп x(G). Говорят, что х - подгрупповой 
Х-функтор, если 

(т(О)ф = т(&р)
для любого изоморфизма <р каждой группы Ge X. Если X - класс всех групп, то 

подгрупповой Х-функтор называется просто подгрупповым функтором.
Пусть А, В - группы, <р: А —>В - эпиморфизм. И пусть Q и Б - некоторые системы 

подгрупп из А и В соответственно. В дальнейшем через Охр обозначается множество

{Нф | Н ей } , а через £ - множество {Н | Н е 2} всех полных прообразов в А
всех подгрупп из L. Если R - подгруппа из А, то через R fl Й будем обозначать 
множество

{Rfl Н|  Н е£>.
Следуя [1, 3], подгрупповой функтор т будем называть регулярным, если

<р~г
(т(А))фС т(В) и (т(В)) с: т(А) для любого эпиморфизма ф: А —>В каждой группы 
А.

Следуя [4], подгрупповой функтор 0 будем называть включающим, если для 
любой подгруппы U группы G всегда из Н е  0(G) h H c U c G следует НЕ 0(U).

Если для любой группы G множество 0(G) образует решетку подгрупп, то есть 
всегда из Н, КЕ 0(G) следует H R К е  0(G) и <Н, К>Е 0(G), то подгрупповой функтор
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