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Summary

There are indispensable conditions of convergence of distributions of the sums of 
dependent random variables with unlimited variances.
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ОДНОКАНАЛЬНАЯ СИСТЕМА МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОГРАНИЧЕННОЙ ОЧЕРЕДЬЮ

В литературе [1, 2, 3] рассматривается стационарный режим некоторых типов 
одноканальных систем массового обслуживания (СМО) с ограниченной очередью.

В данной работе получены рекуррентные соотношения для аппроксимации 
вероятностей состояний и вероятности отказа в стационарном режиме для 
одноканальной системы массового обслуживания с ограниченной очередью с 
рекуррентным однородным входящим потоком и рекуррентным обслуживанием 
(СМО типа GI iG ll In, где n  -  число мест для ожидания, п>1).

Теорема 1.
Пусть
A(t) -  функция распределения (ф. р.) длительности промежутка между заявками 

входящего потока интенсивности X;
B(t) -  ф.р. длительности обслуживания интенсивности и;
р = Х/у.  - загрузка СМО ( допускается р>1);
Pk (к=0, 1,...п+1)~ соответственно вероятности состояний S* СМО, когда в ней 

находится к заявок;
pk(t) -  вероятность поступления к заявок за промежуток времени t в рекуррентном 

потоке, определяемом ф. p. A(t).
Тогда система рекуррентных соотношений для вероятностей состояний имеет

вид
00 00

р х =  Р 0Л  /(1 -  л (0X1 -  Я(/))с* +  Р1я J (1 -  А (0X1 -  в (О) Л;
О О
оо оо

Рг = Рол J V i(0 (l -  B{t))dt  + р гЯ J />1(0(1 -  +
о о

р 2я ] ( 1 - A( t ) Kl - B( t ) ) d t ;
О

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



МАТЭМАТЫКА 11

Рк = p 0X j  Pk^ ( t ) ( l  -  B(t))dt + p ,A j p fc_ j(0 ( l- B ( 0 ) < *  + ••• +
0 0

+ Pm* ? Рь-Ш (0(1 -  B(ty)dt + ... + p-kk J (1-  Л(0)(1 -  в  ;
о 0

(1 <  k < n;  1 <  s  <  & ) ;

p n+1= po* £  ]  p„+rm  -  B(o)dt+ P i a  f  } Pn+r (rxi -  B(t))dt+...
r=O o r - 0 0

+ £  f  ̂ +1_J+r( 0 ( i -  В (0)Л  +... + д ,  я £  ] Л+Г(*Х1 -  Ж 0)<*;
s = O o  r=Oo

n + 1

i =  Е л -
*r=0
Доказательство.
Вывод первого уравнения системы рекуррентных соотношений.
В стационарном режиме в произвольный момент времени СМО может 

находиться в состоянии Si с вероятностью pi, что может получиться в двух случаях
1). В некоторый момент времени до рассматриваемого момента поступила 

заявка в состояние So, в котором СМО находится с вероятностью ро, обслуживание не 
закончилось и ни одна заявка не поступила. Вероятность перехода из состояния So в 
состояние Si за малый промежуток времени Dt равна poX(l-A(t))(l-B(t)) □ t. 
Суммируя по всем t, получаем первое слагаемое.

2). В некоторый момент времени до рассматриваемого момента закончилось 
обслуживание заявки и началось обслуживание новой заявки, которая находилась в 
очереди (СМО находилась в состоянии S2 с вероятностью рг). Вероятность перехода 
из состояния S2 в состояние Si за малый промежуток времени Dt совпадает с 
вероятностью перехода из состояния S] в состояние S2 и равна Р1Щ- A(t))(l-B(t))Dt 
(обслуживание не закончилось, и новая заявка не поступила). Суммируя по всем t, 
получаем второе слагаемое.

Аналогично доказываются другие уравнения системы рекуррентных 
соотношений.

В частном случае для СМО GI |G ll !l (одно место для ожидания) система 
уравнений для нахождения аппроксимации вероятностей состояний в стационарном 
режиме имеет вид

со оо

Pi -  Р о *  j o  -  A ( O X l -  B ( t) )d t  +  Р^Л /(1  -  А (О Х 1 -  в ity)Л ;
О о

00 00

р2 = PoAj A ( W -
о о

Р о  + P i  + Р г  =  1 ■

Теорема 2.
Для GI lG ll In вероятность отказа рот*= IVi- 

Доказательство.
(1)
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1- ро~ вероятность того, что заявка находится на обслуживании;
17. - среднее количество заявок, поступивших за длительный промежуток 

времени Т;
(1- ptj )Тц - среднее число заявок, обслуженных за длительный промежуток 

времени Т;
Т Х - (1 - р ь )Т р-------------   доля заявок, получивших отказ.

ТЛ
Отсюда получаем при Т—» оо вероятность отказа.
Если сложить все рекуррентные соотношения, то получим равенство

, ^ ~Р о
1= ро +PiP +Р2Р +• -+РвР => 1- Ро =р(1-рвн) => Р„+1 -  1---------- •

Р
Равенство (1) доказано.

Рассмотрим некоторые типы систем с ограниченной очередью, используя 
теоремы 1, 2.

1. Система М !м ll b  (пуассоновский входящий поток, показательное 
обслуживание).

Получаем известные результаты, приведенные в [1].

Рк =
-1 р к, (0 < Аг < л + 1);

1 -  р
О, (к > п + 1).

2. Система М Ы2 ll ll (обслуживание эрланговское второго порядка с ф. р. 
B(t)=l- е*1**- M'te'̂  и интенсивностью ц /2, загрузка системы р= 2Х /ц).

Система уравнений

Р\  =  Ро& |  е ~At(e  + р хХ |  e ~ Xt ( е ~ м* + pte
0 о

Р 2 = Рол [ О  -  + р хЛ J(I
о о

./>0 + Р\  + Р г  = 1 -

Решение системы.
1 р 2 4 f / 7 3 i p 2 )

— + р ,ч /
’ Р* =  4 +  4Ро ~  з------------------------------- у Р 1 ~ Ро

—  р 2 + р + I4

3. Система Ег 1м ll |1(входящий поток эрланговский второго порядка с ф. р. 
A(t)=l- e xt-Xtext и интенсивностью 7J 2, загрузка системы р= 7J 2ц).

Система уравнений

Pi  = Р о — К * " А* + Afc_A,) * ' /" A  + P i — + Я & - А() е - ^ Л ;
2 о 2 о

Р 2 = Р о —  7(1 -  в ^  - A * - " ) * " " ' *  + -  Л * - " ) . - " * * ;
2 о 2 о

Ро + Pi + />2 = 1- 
Решение системы
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З р + 1  _ _ 4 р 2 + р  _ _ 4 р гp Q= - —- — -—=----------- Pi = р о ■ р г -  р й ■
4 р  +  4/? +  4 р  +  1 3/7 +  1 3/7+1

4. Система D t> |l ll (входящий поток и обслуживание детерминированные). 
При р<1 получаем систему

У , УPi =  Р о *  J *  + P l ^  J *  i
о о

Рг  =
Ро + Pi + Рг = 1

Решение системы 
Po= 1-P, Pl=P, Р2=0, р<шс=0.

При р> 1 получаем систему

р 1 = f <# + /ч  ^ J ;
о о

Ум Хш
Р 2 = Р о *  J dt + р г Л J dt ;

3<я
Р о + Р г  + Р г 11! -  

Решение системы
ро =0; р,= 1/р; pz= 1- 1/р; Рот =Рг-

5. Система Ег (Ег ll ll (входящий поток и обслуживание эрлаитовские второго 
порядка, загрузка системы р= АУц.).

Система уравнений
Я 00

Pl ±  j (e- "  + + //te
2 о

Рз = Ро 7 ](1  -  е ' А< -  Ate"Af) ( e - ^  + p te '^ )  +
2 О

л  А](1 _ e~Xt -  + pte-^)dt-
2 о

PO + P l + Р2 =1-

Решение системы
__________ 2 р  +1_________ . = р Ъ + 3 р 2 + р

Ро ~ р 4 + З р 2 + З р 2 + Зр  +1 ’ Pl р *  + 3 р г + 3 р 2 + 3 р  +1

= р 4 + 2 Р 3
2 р4 + зр3 + зр2 + зр + Г
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6. Система М Ьг il |2 (загрузка СМО р=2Х/р.).
Система уравнений

СО <*>

р, = р 0А |е - АЧ е -А' + м Ь - * ) А  + € - * ( € - * +  / t ie-*  ) d t ;
О о

со «о

р г = p ^ A j A te - ^ f e - 1" + )dt + />,Я jA te^Y e-" ' + //te '" ';*  +
О о

со

+ p 2A f e - x‘(e- '‘' + ute »' )dt ;
О

во

Ръ = Р«л [ ( I -  е ~Л1 -  Ate ) ( е + jxte _л" )d t +
О

+ р хА \ ( \  - е  х' - A t e ^ ' X e - " '  + u te ^ ' )d t + + р 2А \ ( \  -  e ' M ) ( e ^ '  + fite ) d t ,
0

Po + Pi + Рг + Рг = J-

Решение системы
^ + i

^  Р 6 S/7 5 4 3 р 3 З р 2 З р  ,-— + — — + р  4 + —- — + — — + + 1
32 16 2 2 2

■(f*0
Pl Р 6 5 р ь 4 3 р ъ З р 2 3 р .—---- + —---+ р + —t--- + —£---+ —— + 1

32 16 2 2 2

8 4 • ( И ‘
P2 = ^ l + l £ i + p 4 + 3 ^ 1 + 3£ i + 3£ . + 1 

32 16 2 2 2

/>* , 9 р 5 , П /  , р1_
= ________32 32 16 2_________

3 P 6 5 р 5 4 З р 3 З р 2 Зр  ,~ — + р  + —£—- + —С + — + 1
32 16 2 2 2

Для рассмотренных систем ври различных значениях загрузки СМО вычислены 
значения вероятностей состояний и вероятностей отказа. При больших значениях 
загрузки СМО достаточно одного-двух мест для ожидания, чтобы вероятность 
простоя была близка к нулю. Результаты, полученные в статье, можно использовать 
при расчете числа мест для ожидания, если нужно учитывать стоимость места 
ожидания.

Литература
1. Клейнрок Л. Теория массового обслуживания. -  М.: Машиностроение, 1979 -  
432с.
2. Гнеденко Б. В., Коваленко И.Н. Введение в теорию массового обслуживания. -  
М.: Наука, 1987. -  336с.
3. Бочаров П.П., Печинкин А.В. Теория массового обслуживания. -  М.: изд-во 
РУДН, 1995. -  530с.

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина




