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О НЕОБХОДИМЫХ УСЛОВИЯХ сходимости 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СУММ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ ДИСПЕРСИЯМИ

При решений центральной предельной проблемы теории вероятностей для 
зависимых случайных величин [1-4] мы исследовали в основном достаточные 
условия сходимости распределений их сумм к каждому безгранично делимому 
распределению. При этом были получены канонические представления логарифмов 
характеристических функций (х.ф.) предельных распределений, обобщающие 
известные формулы Колмогорова и Леви-Хинчина (см., например, [5-7] ).

Данная работа направлена на выявление необходимых условий сходимости 
распределений сумм зависимых случайных величин к безгранично делимому 
распределению.

Основными ограничениями зависимости берутся условие равномерно сильного 
перемешивания (р.с.п.) и m-зависимость [4;6].

1°. Пусть , п = 1,оо - система серий случайных величин,
определенных при каждом п на общем вероятностном пространстве. Существование 
математических ожиданий (м.о.) величин Х т не предполагается.

Положг»!:
>т _ 1 х т, \ хт\ £ Н ,  -  Го, \ Х , \ S H , (1)
х " = \о.  | * . | > » .  ! * . ! > « ,
где Н > Н 0 > 0,  Щ  - фиксированное число. Обозначим: 

Ьт = М ( Х т,\Хт\ < Н 0),  Цт = Х т-Ът, 7]т = Х ^ - Ь т, г]т = Хт.  В 

системе серий h т , п ~ \ ю  величины Т]т центрированы «усеченными» м.о.

Ьт и Vns='n„s +Vns-
При Н  ~ Н 0 в (1) Цт будем обозначать через Цт . Так Mrj^ =0.
Ниже с одной чертой сверху обозначаются суммы величин цт или т/т , с двумя

- суммы величин 7]т .
п

Сделаем разбиение суммы S п = £  цт по методу Бернпггейна:
s=i

ik+(i-\)m fk+im  . ~ v

и.= 1л. -г».= 2>- = га
дЦ|-1)Л+(/-1)|ю+-1 s = i k + ( i - l ) m + l  i=1 i=l

Sn — Sni 4- Sn2 . В (2) можно считать, что П кратно к + т (см [4], стр. 45).
Обозначим
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и I
1 + иГп = S  ]  - ^ Т * Р р т  < * } ’ e . ( x ) - i *

Ы 1_оо1 +  ̂ *'1
h(n) - медленно меняющаяся функция при п —> оо [6].
Теорема 1. Пусть система серий {ATWJ} удовлетворяет условию р. см. с

00 1_
коэффициентом b(t), таким, что 2  /? 2 (О < 00 >* кроме того, найдутся

Т~\

постоянные Hq, Н у , #2  такие> что пРи П^-Щ и Н  ~ Н 0 в (1) 

max < H-yhS ^ l , P | > o}< — ■
s П 1 1  И

Тогда 
1) mac

безгранично делимых распределений; 

х.ф.

Г(0= I (e,bc -1---^Ц~)1+2 dQ(x) + itr’ ^
' 1 + * ) x*

Тогда
1) класс предельных распределений суммы Sn необходимо совпадает с классом 

гранично делимых распределений;
2) для того чтобы суммы Sn имели предельное распределение с логарифмом

необходимо и достаточно, чтобы Qn( x ) — т >Q(x) ,  / „ —> /  при и —>оо. 
Замечание. Из доказательства п.1) теоремы 1 необходимо последует, что 

логарифм х.ф. предельного распределения суммы Sn представляется в форме (3), где 
Q(x)  - ограниченная неубывающая функция, причем £?(~°°) Y ~ действительная

<2
х - О р а ™  - -  16;7]. 

Доказательство теоремы 1. Возьмем в разбиении (2) к  = [и1 -р \ «

2
0 < / ? < ~ ? в (1) Н  — H q . Согласно неравенству (1.17) из [4], стр. 40,

(первоисточник -[6]) и условию теоремы
1,тУ2 ^ Н  №  (п ) 4 H ,k h ( n )  t ,1 А ,  . Ckh (и )max M U  z* < — *— ^ _ '.+ ---- *— i- У f } 2 ( r ) < , -------

n n T=1 n
Отсюда и неравенства Чебышева

шах

> „ ) « £ » & ,  0.
s 2 1 1  ’ s  n П »-*«

I
где r\m - величины, вошедшие в Uni. Следовательно, в условиях теоремы 1 при

таком разбиении (2) величины U ni равномерно бесконечно малые.
С другой стороны,

/>{|5я2( > * } ^ { |£ я2| > е}+ р {  |?я2| > о} 5 О’ W

поскольку, согласно неравенству (1.17) из [4], стр. 40,
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МАТЭМАТЫКА 5

M S ^  - 1 МК* + 2 ± Cv^ l  + * C vm hi n) X f i 2(*r + m(T-l ) )  ■■- - - > 0 '
*=1 i < j  71 n  r= l

Из (4) следует, что s n2— 0 при j j->  ao. Поэтому предельное 
распределение сумм совпадает с предельным распределением сумм S ni (см.
лемму 1.5 из [4], сгр.45).

Из условия р.с.п. и неравенства (1.19) из [4]> стр. 41, находим

<Psnl (0 -  9 и л  (0  <Рип2 (0- • <Punv (0| ^ 4v/?(m),
где (0  - х.ф. суммы S ni ,  <Punif)  - Х.ф. U ni . Здесь v£(m ) ~ 

про(пр ) -----------» 0 .

Поэтому

lim ^ л1 (0 = lim Yl<Pum (0
п ->  OD m и-»оо ,1=1-

Огсюда следует, что предельное распределение сумм Sni совпадает с 

предельным распределением сумм Uni, п —>оо, в которых величины С/ш
i*i

можно считать а priori независимыми.
Заканчивает доказательство теоремы 1 решение центральной предельной 

проблемы теории вероятностей для сумм независимых равномерно бесконечно малых 
случайных величин [5-7].

Аналогичное утверждение верно и для случая тп -зависимости. А именно, 
справедлива

Теорема 2. Пусть величины системы серий \X nq }  т  = Ш^п^1 - зависимы, где

UJq -любое постоянное число, 0  < / / < — ; кроме того найдутся постоянные
4

ПуH qу Н] у Н2 такие, что при H - H q в (1) и П > Щ  будут выполняться 

неравенства

таx M t j I  < Н& ”1 , шах р {|Щ  > о}< . (5)
q П q П

Тогда
1) класс предельных распределений сумм S n необходимо совпадает с классом 

безгранично делимых распределений;
2) для того чтобы суммы S n имели предельное распределение с логарифмом

х.ф.

itx 'U  + x2
y/(t) = J eitx - 1 -------- 2 — J - dQ(x) +и У >

_ao 4 l  +  X J X

необходимо и достаточно, чтобы Qn( x ) — т  » Q (x ) » Y n ~ * Y  nPu Я —>oo.

Замечание, сделанное к теореме 1, относится и к теореме 2.

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



6 ВЕСШК МДГП1МЯ Н.К.КРУПСКАЙ

Доказательство теоремы 2. Возьмем в разбиении (2) к  = \т0п1 р \,

= |/я0м^ ], р  е  — ,1 - 2 £1 . Пусть в (1) Н  = # 0 . Благодаря (5), получаем при
v2 J

П —> со
'2

m ax M U  „j < — 1----- ^ - > 0 ,  Р Ш ,
» И

2 ^ H xk Zh {n ) п p | l= _  > 0 |^ g 2tt (/ l)

Поэтому max 0 при любом £ > 0 ,  т.е. величины U п
i

i = 1, v , равномерно бесконечно малые при п —> оо.
Далее,

рЫ>А<-^Н>™У „  >0 .

так как M S % 2 = М У% < — ----------------> 0 , когда /? е  —,1—2/л
,=1 п \2

п —> оо. Следовательно, предельное распределение сумм совпадает с
предельным распределением сумм равномерно бесконечно малых независимых

V

величин 1 Р ш ■
1=1

Решение центральной предельной проблемы теории вероятностей для сумм 
независимых случайных величин [5;6;7] заканчивает доказательство теоремы 2.

2 °. Положим ^  -  % (s+i) + . -.+ %р , М/15 - о* - алгебра, порожденная Г]т ,

/»(«.*») = ̂  1 7 ^ . я» W= / » ■ >Ио >)
M (e (s'p))

В [4], стр. 43, доказана

Лемма 1. Пусть система серий {X ns , П — 1, оо . удовлетворяет условию: 
при любом фиксированном t

\<РтУ) - ? 2
n~>™s=\
Тогда, для того чтобы х.ф. <pn(t) сумм S n сходились к х.ф. <p(t) , необходимо 

и достаточно, чтобы

lim £ (р |И(/)-1) = 1п^К0- (6>

Введем функции:
и (  -2

Gn(t,x) = -£M
5=1

^ r f n s i t ’ MnsXVns < Х
Îns
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МАТЭМАТЫКА 7

„  ^
a m (t) = M  , а я ( 0  =  Х а » ( 0 -

^ l  +  77m J  *=1

Теорема 3. £сли система серий {X ns }”_], П = 1,со удовлетворяет условию (А),

то, для того чтобы суммы S n имели предельное распределение с х.ф. (p(f), 
необходимо и достаточно, чтобы

Um J [ e iu -  „ ( / , * ) +  й а и ( 0 = 1 п ^ ‘

Доказательство теоремы 3 следует из леммы 1, поскольку по свойству интеграла 
Стильтеса

00 f Itx \  1 + X2
5 > „ , < 0 - 1 ) =  J  - i _ - i f i T p ± - r f , G w(r ,* )  + /to e ( 0
*-1 - 0 0  V 1 + х  J X

О
 ̂ . Обозначим:

\

“  1 U  + 7,2
г Ц - ; ? -  s  *  ’ ь" =  Ъ м птПпр ’ Гт ш £ м — а

- - р
Теорема 4. Пусть случайные величины системы серий {Х т } ТПп 

зависимы, где WIq - любое постоянное число, ® -  Р < ^ ; кроме того найдутся

постоянные П,Н0, Н 1, Н 2 и П такие, что при Н  > H q в (1) и П > Щ будут 
выполняться условия:

m a x s u p p te j  > 0//Ц,5)< ,
s,q х  ̂ П

max Мт^щ < ^  т ь х М ^ т Ч п г Ч п д ] -  j  ,

9 "  ”  «2

. ■ l- p  L - pгде 0  <  |r  — s| <  /и0« 4 , 0 < q - s  < т 0п 4 , g ( H ) - >  0  при Н —»ао,

Н х и Н г - постоянные, которые могут зависеть от Н . Тогда для того чтобы
п

суммы S n -  ^  rjns гшели предельное распределение, логарифм х.ф. которого
s —1

выражается по формуле

¥ ( t ) =  J [ е 1ы -  l - - ± ^ Y - ± ^ - d ' ¥ ( x )  + i ty
-да \  1 + X J X

где *Р(хг) - ограниченная неубывающая функция, причем *F(—ао) =  О,

необходимо и достаточно, чтобы Кш Нш у п =  у  и
#-»оои-»оо

И £ ( х )  +  *в , * * 0  »-и»

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



8 ВЕСНПС МДГП1МЯ Н.К.КРУПСКАЙ

Доказательство. Возьмем в разбиении (2) к -

О < р < -  и пусть 
8

1 1
те0я 4 , /и = т 0п 8

£ п \ Л п г * ~ А л *  l  = v k ,  (7)

- система серий величин rjm , вошедших при разбиении (2) в U niJ  = l , v  и 
взятых в порядке возрастания индексов. Из леммы 3.3 [4], стр. 111, следует, что

система (7) удовлетворяет условию (А), и $п2 — 0 . Поэтому предельное 

распределение сумм Sn совпадает с предельным распределением сумм

S ,1  =  Z  i m  к
S -  ]

для системы (7) справедливо утверждение теоремы 3.

Составим функции Gn{tyx) и a n(t) для системы (7). Как показано в 
доказательстве теоремьс 3.3 [4], стр. 118,

d j j j t ^ x )  + it{L (t) - f ia itX- \  VrU.'/v
i r  ■ u ? ) J f

Так как

1+X2J ^  2 ->0‘

L\ i +

b„rdv;{x) J
e «* - i  ^ L

l + x"
M + x 2

Я--» ос

то утверждение теоремы 4 следует из теоремы 3 и свойств формулы Леви- 
Хинчина, рассмотренных, например в (6;7].

7Г- Р
Замечание 1. Условие т * = т 0п -зависимости в теореме 4 можно заменить

на условие р.с.п. с коэффициентом = о(т 3~€ ),е > О, но при этом условие
Д . - 2  ^  Н\Ъ(п)  д , - 2  ^  н хmax Mrjnq s  -  заменяется на условие m x̂ M7lnq -  (см. теорему 3.8

[4], стр. 134).
Пример. Требование ограниченности суммы ковариаций усечений случайных 

величин необходимо, вообще говоря, ибо в противном случае в предельном 
распределении их сумм может появиться вырожденный нормальный компонент, а 
именно с неограниченной дисперсией.

Пусть Х ь Хъ . , Х п, ... - последовательность независимых одинаково
распределенных случайных величин, с плотностью вероятности

1, 1*1*1 ,
р ( х ) = 1 14 | —=-, j .г )> 1, i = 1, оо

Определим последовательность /и-зависимых величин, положив

T]S—A.s +  X f+fn -h  ^  •

Пусть
_  fX,-, \ Х , \ < Н п ,  =  Л ° ’ \ X i \ Z H n  ,

1 [О, \ X f \ > Н п ,  1 \  X f , \ X  f \> Нп ,
где Н>Н(Р>0 - постоянная.
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9

условиям теоремы 4, то для них будет справедливо и утверждение згой теоремы, так 
как ход доказательства полностью сохранится. Получаем последовательно:

1. Поскольку

где Н2 - некоторая постоянная.
Таким образом, если /и= h(n) - медленно меняющаяся функция при я —> ао и

Приведенный пример показывает, что требование равностепенной 
ограниченности Ьп (сверху!), вообще говоря, необходимо.
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то, когда #я>1,

2. Так как величины Xi независимы, то
(8)

3. Из (8) и неравенства Копш-Буняковского следует, что

такая, что k(n)—>оо, но f{  то все уствия теоремы 4 ддя системы

{xns} будут выполнены.
Однако непосредственный подсчет показывает, что (см. п.2)
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