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Следствие 2. Равенство Sm(Af h) ~ Рт(А, b) является достаточным условием 
квазиустойчивости задачи 2Г(А, Ь).

Замечание. Прил4ер 3 свидетельствует о том, что равенство b) -  Р"1̂А, b), вообще
говоря, не является необходимым условием квазиустойчивости задачи Zn(A, Ь).
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Summary
A vector problem of minimization of a Boolean inequalities system discrepancy. A necessary 

and sufficient condition of quasi stability is given.
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УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СУММ 
ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ К КОМПОЗИЦИИ ПУАССОНОВСКОГО 

И НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Часто в приложениях в качестве моделей случайных процессов с зависимыми 
приращениями появляется композиция пуассоновского и нормального двумерных распределений 
(см, например, [1—4]).

Поэтому нахождение необходимого и достаточного условий сходимости распределений 
сумм зависимых случайных векторов к данной композиции представляет определенный интерес. 

Данная работа посвящена решению этого вопроса.

п Усть { п Д и=1, -  система двумерных случайных векторов,

определенных при каждом п на общем вероятностном пространстве. Центрируем векторы 

системы положив £ns = - М ц т , Щ „ = 0 ,  и введем

ковариационную матрицу Яп = |к (/(У)| ,  где bn(i j) = ]Г < е л к лр < е ),

/,У = 1,2, 8 > 0 ,  тп определяется в теореме 2, h(n) -  медленно меняющаяся функция при 

«->оо [5], x,x0, t e R 2 -  точки на плоскости, х = х0 = 1 =
(/,•) -  скалярное произведение.
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1°. Справедлива следующая
Теорема 1. Двумерное распределение с логарифмом характеристической функции

где В -  симметричная неотрицательно определенная матрица -  есть композиция распределения 
Пуассона вдоль прямой х  = кх0, к > О и нормального (вырожденного) распределения на плоскости 
с центром в начале координат и корреляционной матрицей В .

Доказательство. Действительно, распределение Пуассона вдоль прямой х = кх0, к > О,

когда точка х 0 -  носитель пуассоновских вероятностей с весом X , имеет вид

Pfc = т х0} = — е х , т = 0,о 
ml

( 1)

Найдем х.ф. распределения (1). Получаем 

Ф{t)= М е1̂  = £  = I  (Хе'{'’Хо)1 . ^
т=о т \

откуда \|/(/) = 1пф(?) = Я.(/(<,л:0) - 1 ) .
т=О т\

е = £,*М'ДоН)^

С другой стороны, ехр -  х.ф. нормального распределения с плотностью

вероятности р ( х ) -  •
2п

. Теорема доказана.

2°. Введем спектральную функцию

п I  \  * 0 ) *<2)
К„{х)  = ^ М % 1 ^ п, < х ) =  | \ x 2dP%ns< x },

5=1 —со —оо

где л: = (х « \х М  ] -  точка на плоскости, < х  означает, что ^  , i = 1,2 .

Функция К п(х) порождает меру

= -f <it(V 2) + d x ^ ) - K M X) + dx«\x™)~ 
- K n(x«\xM+ckW) + Kn(xV \ /2)) 

на борелевских множествах на плоскости (см. рис.):

[ x * \ x (2U d x ™ )  ( x ^ + d x ^ , x ^ + d x m )

{xw + d x ^ , x m )

( х " \ х ( 2 ) )

Поэтому если В -  борелевское множество на плоскости, то К п(х) порождает меру, 
определяемую на каждом таком множестве равенством

где 5 е (В (д 2).

^ n { B )  = Y.\xldP%ns<x), (2)
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Поскольку ниже из области интегрирования исключен нуль, далее будем считать, что 
ц „(0 )= 0 .

Теорема 2. Пусть { Z,ns }"=1 п = 1,со , -  система серий тп -зависимых двумерных векторов,

т п =  ?ЩП  ̂ р , 0 < р < 1/8 . Кроме того, найдутся такие Н х, Н 2 и п0 , что при п > п0 ,

т а х ^ ; )2< - ® ,  max | < ,
sj fl s,r,q,i,j,k ' ' ц

где 0 < |г -  г/| < Р, 0 < \s -  q\ < mQn ^  Р .

Для того, чтобы суммы S n = ^ п] + ... + ̂ W5 имели предельное распределение при п -> оо с 
плотностью вероятности

Р(х) = ----j - I ^ 7exp| - | (z,54 z*)|, (3)
2п т=0т\ [ 2 х ')

где z = х + Ъс0 -  тх0 , необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

если 6 о -  х-окрестность точки 0(0,0), 5 j -  %-окрестность точки х0 = то для

любого х е  (о,|jc0|),

е б , }= X , (4)

l i m Z  ^ ^ } = 0 ,  (5)

lim lim B n - B .  (6)
6 —>0 «—>oo

сл.

Доказательство. Д о с т а т о ч н о с т ь . В  [6] показано, что если К п (х) — > К  ( х ) , 

lim  В п = В  для УПп -зависимых векторов серий {^П5}, то в условиях теоремы 2 суммы S будут
Л-» 00
иметь безгранично делимое предельное распределение, логарифм х.ф. которого

V (О = -f -1  -  i ( t , x ) ] ^ - d K ( x )  -  , (7)
R1 |ДС| ^

где из области интегрирования исключен нуль-вектор, t -  вектор-столбец.
Условия (4 ) - (5 )  утверждают, что вероятность сосредоточивается в окрестностях точек 

‘ (0,0) и х 0 , а в остальных точках плоскости она равна 0. Кроме того, так как из области

интегрирования в (7) исключен нуль-вектор, то остается приращение К(х)  только в точке х0 ,

которое из формулы (2) равно цС^о) ~ |хо| 2  \dP%>ns ~ хо} = \x o f  ̂  •

Отсюда с учетом условий (4) -  (5) следует, что

|х0|2Х, х = х0,
О, хФ  х0 .

Поэтому получаем:

4 / (0 =  j ( e i{,'x) - 1  - i ( t , x ) ] ^ d K ( x ) - ^ p .  = (ei^  _ j _ ; (/,Хо)) * |*0| \
я2 N 2 Pol 2

Следовательно, суммы S n будут иметь предельное распределение, логарифм х.ф. 
которого

слабо | р '

1 °' ° ’ (8)
МГПУ им. И

.П
.Ш

ам
як

ина



МАТЭМАТЫКА 19

y ( / )  =  A.(e '(' ’* o) - 1  - » ( / , х 0 ) ) ~   ̂ =  X .( e '(,,to) - \)- i{ t ,x0) \ - ~ ^ -  . (9)

Отсюда х.ф. предельного распределения будет иметь вид:

ф(/) = еч/(г) =expj - l ) ]exp
( t ,Bt  )

где в правой части равенства первый множитель

Ф/>(0 = ехр[^.(е'(,'Л(>) - 1 | (10)
есть характеристическая функция распределения Пуассона вдоль прямой х = кх0 , к > 0 с 
параметром X , а второй множитель

О Ж ) "<Pw(0 = exp (П)

есть характеристическая функция двумерного нормального распределения.
Следовательно, предельным распределением сумм Sn будет композиция пуассоновского 

(10) и нормального (11) распределений с плотностью вероятности

р( х)  =

1
в ~ х

V ( 12)

где z = х + Хх0 -  тх0 .

Н е о б х о д и м о с т ь .  Если логарифм предельной х.ф. сумм Sn выражается по 

формуле (9), то, как показано в [7],

l i m l i m В п = В  и К„( х)  п_ _  >К ( х ) < со,
е-> 0/?-»со п-+со

где К(х)  порождает на меру

Следовательно, при любом т > 0 ,

ц ( х ) = ы к  х = х 0’
0, х * х 0 .

т.е. точка х0 -  носитель пуассоновских вероятностей с весом X . Теорема доказана.

Замечание. Если - » / 0 = (^о^о2*)> то в условиях теоремы 2 суммы I = ХЛл
5=1 5=1

будут иметь предельные распределения, логарифм х.ф. которого

V  ( 0  =  А.(е,ч,Л *) - 1  -  »(f , * b ) ) -  + М ,

что следует из свойств х.ф.
п

Следовательно, в условиях теоремы 2, если ^ M r \ns —>/0 , то предельное распределение
5=1

сумм Sn будет сверткой нормального, вырожденного распределений и распределения Пуассона, 
то есть будет иметь плотность вероятности

Л 00 ут
2п ml 1 [ 2 '

где z = jc -  (/0 -  Хх0) -  тх0, * = (х(1) ,х(2)) -  точка на плоскости.
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Summary
The general results on necessary and sufficient condition of convergence of distributions of the 

sums of dependent random vectors are used to the sums of dependent two-dimensional vectors.
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КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА, ИМЕЮЩЕЙ ЧАСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ВИДЕ 

АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРИВОЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В данной работе проводится качественное исследование дифференциальной системы:

Y r  i a‘;x‘yi’ t =x+ 2 W . о/+y=2 at /+j-2

где aij9 bfj e R , при условии, что кривая ( см. [1, 49]).

*У2 + * 2 + px + q = 0, р 2 -  4q > 0, р  <0, q > 0 (2)

является частным интегралом системы (1). Кривая (2) состоит из двух бесконечных ветвей и овала 
и имеет вид:
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