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98 ЗАВИСИМ ОСТЬ ПУПЫ РЧАТОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ОТ РАСПОЛОЖ ЕНИЯ ТОЧЕЧНЫ Х НОСИТЕЛЕЙ 

ПУАСС ЭНОВСКИХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

104 В работах [1-3] пупырчатое распределение было получено как предельное распределение
сумм зависимых случайных двумерных векторов. В [3] даны необходимые и достаточные условия 

НО сходимости распределений сумм зависимых векторов к пупырчатым распределениям.
Здесь мы исследуем зависимость предельного пупырчатого распределения сумм 

ИЗ зависимых случайных векторов от расположения точечных носителей пуассоновских
вероятностей.

Пусть {^ns}ns==l, п = 1,оо, -  система серий двумерных случайных векторов, определенных 
120 при каждом п на общем вероятностном пространстве, координаты которых имеют ограниченные

дисперсии, %„s = , x , t e R 2 , x = [x(l) ,x (2*), t - { t x>t2), ( • • ) - скалярное произведение.

Центрируем векторы системы {%„,}, положив r/ns =£„s -M £ ns, где r)m = [rf^

Введем ковариационную матрицу В„ = IIbn(i • JI, где bn(i j } = £  м { ^ ^ ; \%ns\ < s \ ^ np\ ^  £■),
0<|i-p|<m„

131 i , j  = 1, 2 , s  > 0 , mn определяется в теореме 1, функцию

134 » / ,  \
135 & п(х) = 1 м [ Ы $  < х),
138 j=i

^  где 7jns < х  означает rfjJ < х( , i = 1,2 [4] и медленно меняющуюся функцию h(n) при п->  оо [5].

Пусть далее 8к -  т-окрестность точки xk хк * 0  на плоскости.

Мы назовем точку хк носителем пуассоновской вероятности с весом Лк , если при любом 

т >  0 ,  0  <  г  <  |jc*|

Urn ^ Р { г ] т е 5 к } = Х к .
п~*со s=l

В [3] доказана
Теорема 1. Пусть случайные векторы системы {<£ns} тп =т0п1̂ ~р зависимы, где т0 -  

любое постоянное число, 0 < р  < 1/8 . Кроме того, найдутся такие Н х, Н 2 и п0, что при п> п 0 
будут выполняться уеловия:

тахМT](J/ 2 < ; тах I < ,
s,i П s,r,q,i,j,k ' 1 I п 5 / 1

. . У  ~р | | У  ~Р п
где 0 < \s — г| < т0пу4 , 0 < \s -  q\ < т0п/4 . Тогда для того чтобы суммы Sn = £ 77ns имели при

5=1
п -> оо предельное распределение, логарифм характеристической функции (х. ф.) которого

k=1 2
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4 BECHIK МДПУ

где t — вектор-столбец, необходимо и достаточно, чтобы lim lim 11 п — В , точки x]t х2, xv
Е —>0 /7—>со

были носителями пуассоновских вероятностей с весами Xv при 0 < г < min\xk - x t\,

k = 1, у , i = 0, v , х0 = 0, и

lim ^  \x 2dP{r]ns < = 0,
l

и * *
k=0

где S0 -  T -  окрестность нуля.
n n

Замечание. Если -> l0 = (l$\ I™)’ T0 в условиях теоремы 1 суммы S* =
5=1

будут иметь предельные распределения, логарифм х.ф, которого

V (t)  = 2 А ( е ^ > -1  -  i(t,xk) ) -  (- ^ ±  + ,
k = 1 1

что следует из свойств х.ф.
Распределение с х. ф. ew(t) -  композиция (свертка) v распределений Пуассона вдоль 

прямых х = ахк , а> 0, к -  l,v и нормального распределения с корреляционной матрицей В"1, 
обратной матрице В. Плотность вероятности этой композиции имеет вид:

р( х )  =

- 1 >
р *->

V в ~ х

2тГ тк= О
k=lv

/  w \  

к=1 щ !
(1)

Г V Л V

где z - x -  /0 ~Ya^kxk ~ Y j mkxki  х = {хх, х2). Распределения с плотностью (1) мы называем 
V к = 1 у  А:=1

пупырчатыми (см. рис. 1-3).
Рассмотрим случай, когда число носителей пуассоновских вероятностей v = 2,

Хх =  (х{1), х (2)), х 2 =  {х(21), х (2 } ). Формула (1) примет вид:

3-Aj-Я2

р( х )  = -
-1

- - ^  J ч  о -i 4
I  I  , z j ,

т{= 0 т 2=0 Щ!ГП2 ! I 2 J (2)

где z = x - ( l 0 - Хххх - Л2х2) ~ тххх - т2х2.

Пусть В~] = ||с,у||, /,у=1,2. Нами проведено компьютерное исследование зависимости

пупырчатого распределения (2) от расположения носителей пуассоновских вероятностей хи  х2.
Оказалось, что поверхность плотности (2) располагается, в основном, между прямыми 

х = ахх, х  = ах2 , а > 0. За пределы угла Zxxox2 заходит незначительная часть вероятности, 
появляющаяся как результат сглаживания пуассоновских вероятностей нормальным компонентом, 
который может появиться только как результат зависимости между слагаемыми [6]. При 
суживании угла между прямыми х = ахх, * = ах2 поверхность плотности (2) сжимается и
вытягивается в направлении биссектрисы угла, оставаясь, в основном, в угле Zxxox2. Наконец, 
когда носители х} , х2 оказываются на одной прямой, поверхность плотности (2) располагается и 
вытягивается еще более вдоль этой прямой. Это поведение пупырчатого распределения наглядно
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иллюстрируют изображения поверхностей плотности 2) при различных расположениях носителей 
пуассоновских вероятностей, полученные по разработанной нами компьютерной программе.

На рис. 1 носители пуассоновских вероятностей хх = ( \ \ 0 ) , х2 = ( 0 ; \ )  расположены на 
осях координат.

* 2

РиС. 1. Xj — ( l \0 )  , Х2 — — Х<2 — 1 5 Cjj — С22 — 14 , С] 2 — <?2 i — ^ > £ q — Л2Х2 — О» -̂) •

На рис. 2 носители х ] = ( 2 ; 1 ) ,  х2 - ( \ \ 2 )  расположены на лучах, выходящих из начала 
координат и составляющих между собой острый угол.

х =ах

Рис. 2. Xj — (2\ \ )  , х2 — (U 2 ) ,  — I , Cj ] — с22 —14 , с12 — с2] — 2 , £0 — (1; 1) .

На рис. 3 носители х } = ( 1 ; 1 ) , х2 = ( 2 ; 2 )  расположены на одной прямой.

х =  axj 

х = ах 2

Рис. 3. х, = ( l ; l ) , х2 = ( 2 ; 2 ) ,  X] = X 2 = \ i си = с 22 =14  , с12 = с 21 = 2  , £0 = ( 1 ; \ )  .
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Замечание. В теореме 1 условие тп -зависимости можг о заменить на условие 

выполнения равномерно сильного перемешивания, коэффициент которого / 5 ( г ) -  o{t~2~s ), б > О,

ам H \h(n) л*)? r_-.но при этом условие Mrj{n/  < — ------  нужно заменить на M r fJ  < —  [7].
п п
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Summary
Limiting distribution of the sums of dependent random vectors is obtained.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ БУЛЕВОЙ ЗАДАЧИ МИНИМИЗАЦИИ
ПОРОГОВЫХ ФУНКЦИЙ1

Проблемы устойчивости задач дискретной оптимизации в последнее время привлекают 
внимание многих специалистов. В первую очередь это связано с широким распространением 
дискретных оптимизационных моделей в экономике, управлении, проектировании. 
Необходимость исследования устойчивости задач оптимизации к возмущениям ее параметров 
возникает в связи с тем, что исходная информация большинства прикладных задач носит 
приближенный характер, требует учета различных факторов неопределенности и риска. 
Накопленный опыт показывает, что нельзя говорить о корректном решении произвольной 
оптимизационной задачи без исследования ее на устойчивость. При этом под устойчивостью 
задачи, как правило, подразумевают одно из классических свойств непрерывности или 
полунепрерывности (например, по Хаусдорфу или Бержу) оптимального отображения, которое 
каждому набору параметров задачи ставит в соответствие множество искомых решений 
(см., например, [1, 2]). В соответствии с этим понятием под устойчивостью задачи в дискретном 
случае понимают наличие такой окрестности исходных данных в пространстве параметров задачи, 
что по отношению к исходной всякая «возмущенная» задача с параметрами из этой окрестности 
обладает некоторым наперед заданным свойством инвариантности. К примеру, 
полунепрерывность сверху, по Хаусдорфу, оптимального отображения в задачах дискретной 
оптимизации превращается в свойство непоявления новых оптимальных решений при любых 
изменениях ее параметров в пределах «малой» окрестности исходных данных.

1 Работа выполнена в рамках Государственной программы фундаментальных
исследований Республики Беларусь «Математические структуры 29».
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